ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN 1

ECUACION DIFERENCIAL LINEAL DE PRIMER OREDEN
Sabemos que una ecuacion diferencial de primer orden es de la forma
al(x)Z—z + ay(x)y =b(x) o delaforma a,;(x)y/ + ag(x)y = b(x)

Dividiendo toda la ecuacion diferencial por el coeficiente de la primera
derivada se obtiene:

a; (x) / 4 ao(x) _ b(x)
a, (%) a@ ’ T nm
Simplificando
L @@ b(x)
a, (x) a, (x)
Llamando
b
Pw= 285y aw= o

La ecuacion se puede escribir en la forma general como

y + PX)y = Q(x)

Para encontrar la solucion de la ecuacion diferencial, resolvemos
primero la ecuacion homogénea con el fin de determinar la que forma
que tiene, es decir resolvemos

y + Px)y =0

Por separacion de variables tenemos

dy + P =0
dx (x) y -
dy

— = - p

I x)y
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dy B
7 = fP(x)dx

Lny = —fP(x)dx + C
y = e—fP(x)dx+C

y=C e—fP(x)dx

Ahora, como la ecuacion homogénea tiene la forma y==C e~ JP@dx
suponemos que la solucion general de la ecuacién inicial es

y = u(x) e—fP(x)dx

Ahora, como la funcion y =u(x) e JP@Ax o5 solucién de la
ecuacion diferencial

y + P(x)y = Q)

Al reemplazar su derivada, esta debe verificarla.
y/ =ul(x)e~ [ PO _ y(x)P(x)e~ JP)dx

Reemplazando en la ecuacidn diferencial lineal,

w/ (x)e~ I P@ax _ y(x)P(x)e~ /PO 1y (x)P(x)e I P@ax = g (x)

De donde
w/ (x)e™ I PO = (x)
Q(x)
/ - <</
u (x) e—fP(x)dx
w/(x) = Q(x)el PO
Con lo que

u(x) =C+ jQ(x)efP(x)dxdx
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Siendo la solucién de la ecuacién lineal dada,
y = e—fP(X)dx (C + f Q(x)efP(x)dxdx>

Al resolver una ecuacion diferencial lineal de primer orden, debemos:
1) Identificar las funciones P(x) y Q(x)
2) evaluar la integral [ P(x)dx

3) realizar las respectivas sustituciones en la solucion general,
y = e—fP(x)dx <C + j Q(x)efP(x)dxdx>

Y desarrollar la integral [ Q(x)el P®9xdx

EJEMPLO.
Encontrar la solucién de la ecuacién diferencial x? y/ + 2xy =3x+1

Dividiendo por x2, la ecuacion diferencial se tiene:

y 2x 3x+1
Y raYT T
Simplificando
/ 4 2 B 3x+1
YT RY T Tz

Comparandola con la forma general

'+ P()y = Q)

Se tiene que:

2 3x+1
P== ;5 QW)= —
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Ahora evaluamos la integral.
2dx )
P(x)dx = —~ = 2Lnx = Lnx
Reemplazando en la solucion general, se llega a:

y = e—fP(x)dx (C + f Q(x)efP(x)dxdx)

_ 3x+1
Lnx (C_I_ f xz Lnx dx)

3x+1
<C+ x x)

= l<C j(3x + 1)dx
1

x2

3x?
y=; C+T+x

En algunas ecuaciones diferenciales, es mas conveniente trabajarlas en
la forma

x + PO) x = Q)
Ejemplo. Resolver la ecuacién diferencial ydx — (2x + y*)dy =0

Transponiendo términos, se llega a: ydx = (2x + y*)dy ,
=2x+y ) de donde

dy y

dx  (2x + y*)

La cual no corresponde a una ecuacion lineal, por lo tanto la
reescribimos en la forma

dx  (2x+ y*)
dy y
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dx 2x b oy3
—_— y
dy y
dx 2x 3
—_— e —— = y
dy y
Ecuacion que tiene la forma:

x' + P(y) x = Q)

Donde P(y) = _72 ;o) =y’

Luego evaluamos,

-2
fp(y)dy = f7dy =—2Lny=Lny~?
Luego la solucion de la ecuacidén dada es:

x = e~ /POy (C + f Q(y)efP(y)dydy)
x =e tny”? (C + jy3e”‘y_2dy)
x = y? (C 4 Jy?’y‘zdy)
x=y2(C+ Jydy)

2
x=y2(6'+ %)

EJEMPLO. RESOLVER LA ECUACION DIFERENCIAL
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I s dy -
Reescribiendo la ecuacion queda en la forma: Ix + 4y = xle X

Donde P(x) = 4 ; Q(x) = x%e**
Evaluamos [P(x)dx = [4dx = 4x con lo que e P()ax = g4x

Luego la solucion general es:

y=e ** (C + fxze““‘e‘“‘dx)
y = e~ 4x <C + sze—4x+4xdx>
y=e ¥ <C + szeodx>
y=e ¥ (C 4 szdx>

3
y:e_4’x C_|_x_
3
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ACTIVIDAD. RESOLVER LAS SIGUIENTES ECUACIONES
DIFERENCIALES LINEALES

1) yZ—;i+ 2x = 5y3
2) xZ—z+ 3y +2x% = x3+ 4x

3) (x% + 1)%= x?+2x —1—4xy

dy 1

4) dx e+ 2x
dy _ ¥y

5) ol x+2x+1

6) (x+2)22 =5—8y— 4xy
dx
7)%+y=2xe‘x+x2 ; y(0)=5

8) (1—2xy?)dy = y3dx
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